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Abstract 
Using floating point operations in computer graphics produces uncontrollable rounding errors 
that can induce dramatic mistakes, especially when topological decisions depend on numeric 
results. These numerical problems have been reported early [30,31]. It is thus compulsory to 
take into account the discrete nature of computers in order to produce a robust computer science 
theory giving algorithms free of chaotic numerical perturbations. We describe some aspects of a 
discrete geometry, developed in our research centre [3, 10, 11, 19,23,24] based on the arithmetic 
properties of the integers and free of rounding error problems. 
The aim of this communication is to study tilings of the discrete plane by reciprocal images 
of a quasi-ajine transformation (QAT) defined on Z2 by 
xI_ ax+by+e 
-[ w 17 
y’ ?.r cx+dy+f 
w 
where all terms are integers, w > 0, and the brackets denote usual integer part function. Studying 
these tilings is possible because of a fundamental one-to-one relationship between these reciprocal 
images and intersections of discrete lines [27]. The discrete line D of slope -a/b, with lower 
bound m and thickness o, is the set of integer points (x, v) such that: m < arfby < m+o, where: 
a, b, M, w are integers, o is positive a and b are relative primes [27] (this is a generalization of 
Bresenham’s discrete lines [7]). The intersection of two nonparallel general discrete lines defines 
a discrete parallelogram that can either be an empty set of points, or contain one point, or even 
contain several points. Moreover, these points, if any, are not necessarily connected. 
First, the dynamical system associated to a QAT reveals rich combinatorial structures that can 
be somewhat harnessed by regularity theorems. The dynamical system associated to a QAT F 
is defined by iterations of the points of Z2: (&)“,,J, with 
x0 E N2, xn>o = F(X,-1). 
This dynamical system induces a partitioning of h2 into attraction basins. Attraction basins can 
be split into trees attached on limit cycles. A great variety of situations occurs here at any level: 
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the number of attraction basins as well as the number of points of limit cycles can be any strictly 
positive number. There can be zero or more trees attached to a limit cycle. We show that the 
leaves of these trees (i.e. the entry points of the dynamical system) can be seen as the union of 
n subgroups of Z* and define thus a regular pattern over Z2. 
The main results in the second part of this paper concern tilings by reciprocal images. Let F 
be the QAT: 
Let Pi,j = F-‘(i,j), the reciprocal image of (i,j) by F. Pi,j is a fife in the tiling of Z*. We prove 
that if CO = lad - bcl, then the tile PO,O is a tiling pattern and can be replicated to tile Z*. When 
there is no other constraint on w than being strictly positive, there exists a supertile containing all 
the generic tiles of the reciprocal image tiling. This supertile is the set of all the points (x, y) such 
as S(F(x, y)) = (i,j), for any given (i,j) E Hz, with S(i,j) = ([(di - bj)/S], [(-ci + aj)/6]), 
and 6 = lad - bcl. A supertile contains CO’ points and no more that 6 tiles. 
A second interesting set of reciprocal image tiles is the generic strip containing following 
tiles: 
This set contains 6/gcd(w,6) distinct reciprocal images (with gcd denoting the greatest common 
divisor) and w*/gcd(o, 6) points. 
Both the supertile and the generic strip are tools that aid in understanding the structure of 
tilings of the discrete plane by reciprocal images of QATs. 
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1. Introduction 
La synthkse d’images conventionnelle base tous ses calculs sur une arithmktique A 
virgule flottante. Elle autorise la manipulation des axiomes de la gkomktrie euclidienne 
(ex. deux droites non parallkles se coupent en un seul point), g&e aux Cquations 
cartksiennes et paramktriques. Cette approche permet de raisonner et d’klaborer des 
algorithmes basks sur des Cquations justes, fournissant des rksultats prkis sur un ordi- 
nateur thkorique d’une.prkcision infinie. L’emmi, c’est que toutes les machines contem- 
poraines ont une taille m&moire finie et des temps de calcul born&s. L’utilisation des 
nombres rkels cod&s par virgule flottante est entachke, c’est bien connu [30,3 1, 151, 
d’erreurs d’arrondi. Elle ne prkserve pas les propri&s arithmttiques de base comme 
l’associativitk de l’addition, la distributivitt de la multiplication par rapport A l’addition, 
ni meme certains thkorbmes g&5raux de l’analyse mathkmatique, etc. Les condquences 
pour les calculs gtom&iques et graphiques sont trks importantes, surtout lorsqu’une 
dtcision de nature topologique dtpend d’un rksultat numkrique (ex. appartenance d’un 
point ?I l’inttrieur d’un polygone). L’erreur due A la troncature non maitrike peut alors 
avoir des conskquences graves sur la validitk des choix effect&s par l’algorithme, et 
ce qui est souvent pire encore, sur la terminaison mdme du programme. Notons de 
plus, que la plupart des thtorkmes euclidiens ne se transfkrent pas en discret. Sur 
un Ccran d’ordinateur, l’intersection de deux droites non parallkles, est en gtnCra1 
soit vide, soit un ensemble fini d’un ou de plusieurs points, tventuellement non ad- 
jacents. Les thtorkmes euclidiens ne sont done plus satisfaisants pour une algorith- 
mique graphique robuste, c’estkdire immuniste contre toute forme d’erreur numkrique. 
Tenir compte du caractkre discret des machines cibles est incontoumable pour tlaborer 
des thtories applicables A l’algorithmique en synthkse d’images [ 161 et en analyse 
d’images [8]. 
On peut ainsi construire une nouvelle gkomkie discrke bake sur l’arithmttique 
entilre. Notons que cette gkom&ie est intkressante pour elle mtme, indkpendamment 
de l’algorithmique tvoqute ci-dessus. Depuis 1988, les travaux autour de ce thkme 
ont abouti A des rksultats thkoriques et applicatifs: topologie et gkomttrie disc&e [ 12- 
14, 161, gtomitrie discrkte et droites disc&es [9-l 1,25-27], fractals discrets [22,24], 
cercles discrets [3], rotation disc&e [2,28], entiers de Gauss [20], placage de textures 
et antialiassage discret [4, 19,21-231. Notons que cette giom&rie trouve des champs 
d’applications autres que la synthbse d’images, citons notamment la modklisation de 
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quasi-cristaux [29]. Le travail present6 ici s’interesse a I’application quasi-afJine 
(AQA), application de Z2 dans Z2, definie par: 
ou a, b,c et d sont des entiers relatifs, et o un entier nature1 non nul. La notation 
[%I dtsigne le quotient dans la division euclidienne a reste positif de a par b. Le 
point de depart de ce travail, reside dans la possibilitt d’interpreter les preimages, 
c’est-a-dire l’ensemble des points h coordonntes entibres (x, y) qui ont pour image un 
point (x’, y’) par une AQA F, comme l’intersection de deux droites disc&es epaisses 
gentrales. Cette etude a Cte possible principalement grace aux resultats concernant la 
gtometrie discrete et les droites disc&es, de [27]. L’essentiel des resultats Porte sur 
les points suivants : 
l Thtorime de rkgularitk, situant les points d’entree de la dynamique combinatoire 
induite par l’iteration d’une AQA, c’est-a-dire les points de preimage vide, pour cette 
AQA. 11s forment une reunion de sous-groupes de Z2. 
a ThioGmes propres au pavage du plan par preimages de points par une AQA. 
Ces theoremes gtneralisent, en quelque sorte, ceux de [27] sur la structure en paliers 
d’une droite discrete. 
2. Plan 
Dans une premiere partie nous rappelons les notions de droites disc&es presentees 
dans [27]. Soit W le sous-rtseau de Z2 engendre par deux vecteurs particuliers 
orthogonaux a deux droites disc&es. Une bijection entre les points de W contenus 
dans une boite rectangulaire, et les points de l’intersection de ces deux droites, 
permet de caractkiser cette intersection. Elle n’est, en general, pas reduite a un 
unique point, mais, a cause de l’epaisseur des droites, elle dtfinit un parallClogramme 
discret, connexe ou non. Nous utiliserons la richesse des intersections de droites pour 
ttudier certaines proprittes des p&images d’applications quasi-a&es. 
Une deuxieme partie presente le systeme dynamique associi a une AQA. Nous 
remarquons, tout d’abord, que le point fixe d’une AQA, tout comme l’intersection 
de deux droites disc&es, &late sous l’effet de la discretisation. L’ttude de ce systeme 
dynamique debouche sur des structures combinatoires telles que bassins d’attractions, 
arborescences, cycles limites et points fixes. L’algorithme d’exploration de ce systeme 
dynamique, qui est utilist, permet d’etudier et d’illustrer ces structures. A travers 
quelques exemples nous montrons la grande diversitt de situations qui peuvent se 
presenter. Malgre cela, on peut degager un thtoreme decrivant la rkgularite des 
feuilles, c’est-a-dire des points de p&image vide. 
l 
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Une troisibme partie prtsente le pavage de Z* par les preimages (appeles pa&s) 
d’une AQA. Nous montrons que les paves se regroupent en superpavb et en bandes 
generatrices, qui eux-memes pavent le plan discret. L’identification des paves se fait 
grace a une indexation canonique, alors que leurs proprittes geometriques dependent 
d’un reste arithmetique. Apres avoir dtcrit la periodicite de ces pavages, nous eva- 
luons et illustrons differentes cardinalites. En fin de cette partie, nous etudions le 
comportement d’une AQA lorsque son denominateur varie. 
3. DCfinitions, exemples et rappels 
3.1. Notations 
Dans tout ce qui suit, nous noterons respectivement par [$I et { $} le quotient et 
le reste dans la division euclidienne de A par B. 
DCfinition 1 (Reveilks [25-271). La droite disc&e D de pente y’, passant par le 
point (UO,VO), de reste p, en ce point, et d’kpaisseur w, est l’ensemble de points (u,v) 
de Z* verifiant I’iquation de la droite : 
o={~u,v)Eil’~[ a(u - ug) + b(v - vo) + p w ] =o}. 
oh a, b, ug et uc sont des entiers relatifs, p et o sont des entiers naturels tels que 
0 < /l < o>. 
Notons que cette definition est Cquivalente a : 
DCfinition 2. Une droite d&&e est l’ensemble des points entiers d’une bande plane; 
c’est l’ensemble D des points (u,v) de Z2, verifiant les intgalitis diophantiennes suiv- 
antes : 
c<au + bv<c’, 
oh a, b, c, c’ sont des entiers relatifs. 
Ceci car: 
a(u - uo) + b(v - vo) + p 1 = 0 H a(u - uo) + b(u - vo) + CL E [O,O[ w 
ti c<au + bv<c’, 
avecc=aus+buc-petc’=c+w-1. 
Remarque. Le nombre d’equations diophantiennes dtfinissant une droite discrete est 
o, c’est pour cette raison, que l’on appelle o l’t!paisseur arithmttique de la droite. 11 
faut bien noter qu’il ne s’agit pas d’une tpaisseur mttrique. 
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v/=4 w=5 
Fig. 1. Exemples de droites disc&es pour w E 1,2,3,4,5. Un point est reprknt8 graphiquement par un 
carrb text& 
Fig. 2. Droite disc&e avec w = 19. Le nombre qui figure sur chaque car@ symbolisant un point, correspond 
au o de 1’6quation diophantienne dont le point est solution. 
3.2. Reprksentation graphique de droites dis&tes 
Pour d&ire les points d’une droite discrete, il 
tions diophantiennes. Les exemples des Figs. 1 et 
o E { 1,2,3,4,5,19}, pour la droite discrete: 
suffit ainsi de resoudre o Cqua- 
2 illustrent differentes epaisseurs 
On peut determiner les solutions de ces equations diophantiennes en 
l’equation de Bezout dans Z2 : 
(u, u) E D H (u, O) = (sm + bp,sn - up), 
utilisant 
Thborhme 1 (Identite de Bezout-Rappel). Si a et /I, deux entiers relatifs sont pre- 
miers entre eux, alors il existe m et n, deux entiers relatifs, tels que am -I- Bn = 1. 
Rappelons que l’algorithme d’Euclide permet de calculer m et n; nous en utilisons 
la variante de Blankinship [6]. 
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3.3. Exemples de droites discrPtes 
Fig. 3. Droite disc&e qui passe par le point (5,O). 
Fig. 4. Droite disc&e kpaisse. 
l D = {(u, u) E 2’ 1 [((u - 5) - 2u)/2] = 0} . Dans cet exemple: m = 3, n = 1 et 
s E [5,6[. On a ainsi un paramktrage de la droite par (u,u) = (15 - 2p,5 - p) ou 
(u,u) = (18 - 2p,6 - p), et p E h ; voir la Fig. 3. 
l D = {(uJ) E h21 [(5u - 17u)/30] = O}. P our cet exemple, m = 7,n = 2 et s E 
[0,30[, done (u, u) = (7s - 17p,2s - 5p) est un paramhrage de cette droite, voir la 
Fig. 4. 
4. Topologie des droites d&x&es 
La description de la topologie des courbes disc&es passe par la notion de connexitl 
de ses points. Classiquement, on peut dtgager diffkentes connexitks P l’aide des rela- 
tions de voisinage dkfinies, par exemple, g partir de la distance euclidienne entre deux 
points. Notons d(P,Q) la distance euclidienne entre les points P et Q de Z2. 
Ddfinition 3. Le point P est dit 4-uoisin du point Q, si d(P, Q) = 1. 
DHinition 4. Un ensemble de points C = {Pi ( i E [0, n]} est une cow-be discrtte 4- 
connexe si Pi et Pi+1 sont 4-voisins pour tout i de l’intervalle [O,n - l] (voir Fig. 5). 
D&%tioo 5. Le point P est dit Suoisin du point Q si d(P, Q) d a. 
DGnition 6. Un ensemble de points C = {Pi 1 i E [0, n]} est une courbe disc&e 8- 
connexe si Pi et Pi+1 sont 8-voisins pour tout i de l’intervalle [O,n - l] (voir Fig. 6). 
Rappelons le cas particulier des droites disc&es. 
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Fig. 5. Exemple de courbe 4-coonexe. 
Fig. 6. Exemple de courbe 8-connexe. 
Fig. 7. Gauche: un palier, centre: saut 4-connexe, droite: saut 8-connexe 
DMmition 7. On appelle palier horizontal (resp. palier vertical) de longueur p d’une 
droite disc&e, toute suite maximale de points conskcutifs Pi,. . . , Pi+, ayant la m&me 
ordonnCe (resp. la miZme abscisse). 
Dkfinition 8. Soit P le demier point d’un palier, et Q le premier point du palier suivant. 
On dira que l’on passe du premier au second palier par un saut 4-connexe, si P et Q 
sont 4-voisins. 
DCfinition 9. Soit P le demier point d’un palier, et Q le premier point du palier suivant. 
On dim que l’on passe du premier au second palier par un saut 8-connexe, si P et Q 
sont 8-voisins, mais pas 4-voisins. 
Ces trois notions apparaissent en Fig. 7. 
4.1. Intersection de droites discktes 
Le probltme de l’intersection de deux droites discktes est trait& de 
dans [27]. Nous rappelons ici la description de cette intersection par 
(i.e. un sous-groupe de Z*). 
facon exhaustive 
un rtseau de Z* 
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Soit D, et Db les deux droites discrttes suivantes : 
D,= (u,u)~Z*) 
{ 
[“u+;;+f] _}. 
Ces droites sont encore d&ties par: 
D, = {(u, II) E Z* ( au + bu + c - 01x E [O, w[} et 
Db = {(u, u) E Z2 1 du + eu + f - 02~ E [O, WZ[} 
Soit 9 le reseau de Z2 suivant: 
92= (U,V)Edq 1 (F) = (: t) (J) + (;>, pour(k.d~~2}. 
ThCorL?me 2 (Reveilles [27]). Les points de l’intersection D, fl D> sont en correspon- 
dance bijective auec les points (U, V) du rtseau 9 de Z* qui uerijent: 
WlX d u < 01(x + l), 
02.Y 6 v < 02(y+l). 
Ces inequations diophantiennes dejmissent un rectangle p, appele diagramme d’inter- 
section, dont chaque point (U, V) est en relation auec un point de l’intersection (u,v) 
par: 
Exemple. La Fig. 8 montre le sous-rtseau de h2 correspondant a l’intersection des droi- 
tes DO : [(5u - 170)/30] = 0, et 0; : [((u - 5) - 2u)/2] = 0. On reconnait huit points 
d’intersection dans le rectangle: p = [0, wl[x[O, w2[= [0,3O[x[O,2[, qui correspondent 
aux points: 
Do no:, = {(5,0),(7,1),(8,1),(%2),(10,2),(11,3),(12,3),(14,4)}. 
Remarque. Soit A = (a,d) et B = (b,e), les deux vecteurs generateurs de ce riseau 
9. Si X est un point de $9, alors on peut trouver a et b deux entiers relatifs tels que 
X = cui + /?B. En appliquant la formule de changement de base a X, il vient: X’ = 
ai+bj, oh X’ est le point correspondant a X dans le plan discret. Par consequent, cette 
transformation preserve la topologie des droites disc&es, en ce sens que si deux points 
sont 4-voisins (respectivement 8-voisins) dans l’espace des droites disc&es, alors les 
points qui leur correspondent dans le reseau W le sont aussi (en termes de relations de 
voisinages entre nceuds de reseau). 
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Fig. 8. Intersection de deux droites disc&es vue par un rbseau de 2’. 
4.2. Applications aftines et applications afines discrktes 
Rappelons d’abord quelques definitions et resultats d’algebre lineaire. 
DHinition 10. Dans lR*, une application afine est definie par six parambtres reels (a, 
b, 0, 4, c, et d) de la man&e suivante : 
x’ = a cos(8)x - b sin(4)y + c, 
y’ = a sin(O)x + b cos(4)y + d, 
0171 a et b correspondent aux coefficients des changements d’echelle, 8 et I#J aux angles 
de rotation, et ( s ) au vecteur de translation. 
DCfinition 11. Une application affine est dite contractante lipschitzienne de rapport 
s -C 1, lorsque, pour tous vecteurs x et y domes, on a: 
IIf - f(Y>ll < SIIX - YII. 
La constante s est appelee constante de Lipschitz de f, la norme euclidienne &ant 
notee: 11 . 11. 
DCfinition 12. Un point x0 du plan est un point fixe, pour une application affine F, si: 
F(xo) =x0. 
Thhkme 3. Si une application ajfine f est contractante lipschitzienne, alors elle 
possPde un unique point jixe. 
Introduisons a present les applications affines disc&es. 
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DCfinition 13. Une application quasi-ajjine, notee AQA, est une application de U2 
dans Z2, definie par: 
oh a, b,c,d,e et f sont des entiers relatifs et 0 un entier nature1 non nul. 
4.3. Images rhjwoques des points par une AQA 
Soit F une AQA definie par a, b,c,d et o: 
ax + by x’= ___ ) 
[ 1 0 
cx+dy 
y’= --&-- . [ 1 
L’tquation (1) est equivalente a: 
ax + by E [ok, o(x’ + l)[ 
(1) 
(2) 
et, en posant m = wx’, a: 
ax+byE [m,m+o[. 
Ceci est l’equation diophantienne d’une droite Bpaisse de pente -a/b, notee: 
D(a,-b),, ou encore D,. 
De meme, l’ttquation (2) determine la droite tpaisse de pente -c/d (en posant n = 
coy’): D(c, -d),,, encore notee: DA. 
En consequence: 
Thboorkme 4. Trouver l’image rkciproque d’un point par une AQA F est kquivalent ci 
rboudre le probkme de l’intersection de deux droites ipaisses, c’est-d-dire: 
F-‘(x,y)=D,nD;. 
D&ition 14. Appelons pave l’image reciproque d’un point par une AQA contractante, 
et notons Pi,i le pave image rtciproque du point (i, j). 
Exemples de pa&s dCterminCs graphiquement. Considerons I’AQA: 
-x+y 
W, y) = 
[ 1 ___, 3 
x+Y 
[ 1 - . 3 
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Do D’o Di D’o 
: Image rkiproque de (0,O) : Image rkiproque de (1,O) 
Fig. 9. Images rkiproques: intersections de &oites kpaisses. 
Pour calculer I’image reciproque de (O,O), on pose: 
DQ : -x+y~[0,3[ et 0;: x+y~[O,3[. 
De meme, pour calculer l’image reciproque de (l,O), on se sert de D1 : -x+ y E [3,6[ 
et 06 : x + y E [0,3[. On obtient la Fig. 9, qui permet de determiner les paves de ces 
deux exemples graphiquement. 
On deduit ainsi, graphiquement, de la Fig. 9, que: 
F-*(0,0) = {(0,0),(-l, L),(O, l),(l, 1),(0,2)) 
et 
F-*(1,0) = {(1,2),(2,2),(1,3),(2,3)}. 
Apres avoir dtfini les droites disc&es et les AQA, passons, dans la prochaine sec- 
tion, a l’itude de ces applications affines disc&es, qui sont les pendants en geomttrie 
discrete des applications affines reelles. Ces transformations du plan discret vont nous 
permettre d’aborder les homotheties, les changements d’echelles, les rotations, les 
isometrics, et les symetries. Ceci par une approche base, sur l’arithmetique entiere. 
5. Systhme dynamique associb g une AQA 
Di4hition 15. Le systt?me dynamique associe a une AQA est defini par l’itkration des 
points de Z2, c’est-a-dire par le comportement des suites: 
ou: Xc E Z2, X,, = F(X,_r ), avec: n > 0, et F une AQA. Une telle suite est encore 
appelee trajectoire issue du point Xa. 
Mentiomtons tout d’abord un thtoreme intkessant dti a Jacob [20]. 
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Fig. 10. Un basin attracteur. 
Thkor&me 5. Si I’application rationnelle R, associPe ci une AQA F, est strictement 
contractante, alors F Vest aussi, en dehors d’une boule de rayon: a/(1 - l[Fll). Ceci 
avec: 
F= 
ar + by x’= ~ [ 1 0 ' et R= 
y’ = cx+dy [ 1 w 
M + by x’ = ~ 
w ’ 
cx+dy 
y’=,. 
La notation 1 IFI 1 dbigne la norme euclidienne de la matrice ratiomrelle R, soit: 
5.1. D&composition du plan discret en bassins 
Etudions la decomposition de Z* induite par la structure combinatoire d’une AQA 
contractante F. Comme F est une transformation contractante de Z*, la dynamique 
qu’elle induit decompose l’espace en un nombre i de composantes connexes, ou bassins 
attracteurs (notes Bi). Chaque bassin attracteur est constitue d’un cycle limite, sur lequel 
sont attaches des arbres (voir Fig. 10). Le plan discret est ainsi la reunion de l’ensemble 
de ses bassins attracteurs Bi pour F, c’est-a-dire: 
if’* =ljBi, 
i=l 
ou n est le nombre (Cventuellement infini, si 1 IF( 1 = 1) de bassins distincts de F. Les 
definitions prtcises de ces notions suivent. 
14 P. Nehligl Theoretical Computer Science 156 (19%) 1-38 
Points d’un cycle limite 
Racine dune arborescence 
Points d’une arborescence 
(non racine) 
Feuille dune arborescence 
(3) 
x’ = 
F: 
I 
[ 
-951x - 309y 1 1001 ’ 
y' = [ 309x - 951 y 1 1001 ’
la Fig. 11 montre le 22-cycle limite passant par (6, - 1) ainsi que son bassin d’attrac- 
tion complet. 
Fig. Il. Bassin attracteur complet pour une AQA F. 
Exemple de bassin d’une AQA. Soit I’AQA F dCfGe par: 
La dyuamique de ce bassin est developpee darts la Fig. 12. 
Precisons ces notions. 
D6finition 16. Un sow-ensemble C de Z2 est un cycle limite pour une AQA F, si 
et seulement si C est l’ensemble des points Pi,i E [l, n], tels que F(Pi) = Pi+1 pour 
i < n et F(P, ) = PI. Un cycle de longueur n est encore appele n-cycle. 
D&in&ion 17. Tout point d’un cycle limite est encore appele racine. Une racine non- 
triviale est rattachte a un arbre non reduit a sa raciue. 
DCfinition 18. Soit un point racine R, element du cycle limite C. L’ensemble des points 
P du plan discret, tel que l’on puisse trouver un entier n > 0, tel que F”(P) = R et 
F”-‘(P) 6 C, forme I’arbre de racine R. 
Ddfhition 19. Un point P du plan discret est uu point fine pour une AQA F, si et 
seulemeut si {P} est un l-cycle. 
DUinition 20. Une arborescence isol6e est l’arbre d’un point fixe. 
DGnition 21. Un point P du plan discret est un point jxe is012 pour une AQA F, si 
et seulement si c’est un point fixe dont l’arbre est reduit a sa racine. 
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Racine non triviale 
Fig. 12. Un bassin “d6sossQ. 
DCfinitioo 22. Un cycle limite isold est un cycle dont toutes les arborescences sont 
reduites a leur racine. 
Exemple. Soit 
F 
I 
_%I = [ -50;;goy], 
: y'= [86x-$Oy]. 
L’ensemble de points suivants est un 3-cycle isole pour F: (0, -5),(4,2),(-4,2), (voir 
Fig. 13). 
En effet, on montre (grace au reseau 9 associt) que chacun de ces trois points n’a 
qu’un unique antecedent par F: un point du cycle. 
Exemple. Pour F, I’AQA difinie par (3) p. 14, il existe un 20-cycle 
(5,0), comme represent6 sur la Fig. 14. 
Ddinition 23. Le bassin attructeur d’un cycle limite est la reunion 
borescences qui lui sont rattachtes. 
isole passant par 
de toutes les ar- 
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Fig. 13. Un 3-cycle isolt. 
Fig. 14. Un 20-cycle isoli. 
DCfinition 24. Une feuille est un point P $ preimage vide, c’est-a-dire tel que 
F_‘(P) = 0. 
5.2. Exemples et remarques 
Exemple. Une AQA contractante peut avoir un unique point fixe. Soit 
I 
-Xi-Y x’= ~ ) 
F: 
[ 1 2 
y’ = -x -y 
[ 1 ___, 2 
et X = (0,O). La matrice rationnelle correspondant a F est une similitude d’angle F, 
et de facteur d’echelle: q. Pour I’AQA F, X est l’unique point fixe. La trajectoire de 
tout point du plan discret aboutit en X. On note ici une correspondance exacte avec 
la situation continue, mais les exemples precedents et suivants nous montrent que cet 
exemple n’est pas general. 
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Bassin 
Fig. 15. Une AQA B cinq points fixes et quatre bassins attmcteurs infinis. 
Exemple. Une AQA contractante peut avoir deux points fixes. Soit 
et Xl = (0,O) et X2 = (0, -1). S = {X1,X2} est l’ensemble des points fixes. 11 n’y a pas 
d’autres cycles limites que {Xl} et (X2). En d’autres termes : la trajectoire de n’importe 
quel point de E2 atteint soit Xl, soit X2. Remarquons qu’une AQA contractante peut 
en fait avoir un nombre quelconque de points fixes, comme le suggkrent les exemples 
suivants. 
Exemple. AQA contractante prksentant cinq points fixes. Soit: 
Ix’= [z$z], 
etX1 =(O,O),X~=(-1,-1),X3=(0,-1),X4=(1,-1),X5=(0,-2).Pour1’AQAF, 
S = {Xl, X2, X3, X4, Xs} est l’ensemble des points fixes. 11 n’y a pas d’autres cycles 
limites. De plus X3 est un point fixe isolk. La Fig. 15 montre les points fixes et une 
partie des 4 bassins attracteurs de cette AQA. La forme des 4 spirales imbriqdes 
rappelle la trajectoire des points dans l’idration de 1’AQA. 
Exemple. AQA contractante prksentant un grand nombre de points fixes. Soit: 
x’ = 
255x - y 
F= 
i 1 256 ’ 
y’ = 
x + 2551, 
[ 1 256 . 
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(-127,-127) (127~127) 
Fig. 16. Nombres de points fixes: 32768. 
La matrice rationnelle correspondant 1 F, est la similitude d’angle arctam A) N 0.004 
rad, et de facteur d’echelle: e 2 0,996. Les 32768 points fixes de F definissent 
un quadrilatere discret presente par la Fig. 16. 
Exemple. AQA possedant des cycles limites. Soit: 
- n’= ___ 4.X 3y 
5 ) 
F= i 1 
y'= [ -. 3x+4y 1 5 
Soit C = {(4,0), (3,2), (1,3), (-1,3), (-3,l), (-3,-l), (-2,-3), (O,-4), (2,-4), 
(4, -2)). C constitue un cycle (ce n’est pas le seul!) limite pour I’AQA F. La matrice 
de cette AQA est la matrice d’une rotation. L’AQA F est une quasi-rotation. Notons 
que cette rotation discrete n’est pas bijective, en effet: F(2, -2) = (2, - 1) et F( 1, -2) = 
(2, - 1). Signalons qu’une etude approfondie des rotations disc&es se trouve dans [l-3] 
Exemple. AQA possedant 1043 3-cycles (cycles de longueur 3) et l’origine comme 
point tixe : 
F= I x’= [-50&86Y], y' = [86J+;oy]. 
La matrice rationnelle correspondant a F est la similitude d’angle: 5 + arctan( & ) N 2, 
1 rad, et de facteur d’echelle: q N 0995. 
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Exemple. AQA possidant des bassins finis et un bassin infini: 
x’ zz 
F: 1 [ 
-71x - 997y 1 100 ’ 
y' = 
x - 997y [ 1 100 ’ 
autour de l’origine, on distingue un 3-cycle, un 7-cycle, un 1 l-cycle, un 15-cycle, . . 
Le point fixe de l’application continue, associte g F, a tclatt pour laisser place B cycles 
limites et bassins attracteurs. 
Exemple. AQA posstdant un seul bassin infini: la trajectoire issue de tout point de H2 
atteint l’origine, pour F d&nie ci-aprks, 
5.3. Quelques propriktks 
ThCor&me 6. Si pour tout (m,n) E Z2 I’intersection des droites disc&es 
et 
est non vide, les pavb de I’AQA: 
ax + by x’= ~ 
[ 1 0 ’ 
F: 
y' = 
cx+dy 
[ 1 -9 0 
sont en correspondance bijective avec les points de Z2. Dans ce cas les arborescences 
sont non bornkes (les feuilles sont ci l’injini). 
En effet, tous les points de Z2 ayant un anti&dent, il n’y a pas de feuilles. 
Exemple. Soit F une AQA pour laquelle toutes les droites D, sont 4-connexes et toutes 
les droites DA sont au moins 8-connexes et non paralliles aux droites D, (voir Fig. 17). 
Alors, comme toute intersection de deux tlkments quelconques des deux familles de 
droites est non vide, la dynamique de l’application quasi-affine F ne posdde pas de 
feuilles h distance finie de l’origine. 
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q : droite4-connexe 
m : droite I-connexe 
l : Point &intersection 
Fig. 17. Exemples d’intersections entre une droite 4-connexe et deux droites 8-connexes. 
-4x+3y = -25, -24, -2 
X 
B 
3x+4y = S,6,7,8,9. 
Fig. 18. Exemple de pa& 4-connexe et de pavk vide. 
:3, -22, -21. 
Remarque. Les feuilles de la dynamique correspondent aux couples (m,n) 
lesquels les droites D,,, et DA ont une intersection vide. 
Exemple. Soit 
I 
xf zz 3x+4y [ I ~ 9 5 
F: 
y' = 
-4x + 3y 
[ 1 5. 
La Fig. 18 prksente les pa& PQ et P,,_-5. 
En considkant les droites: 
[?Ep] = l}, 
[ -4yq = 2} 
et 
D:= (x,y)eZ21 1 [-4y-y =5}, 
pour l’application 
et un pave vide : 
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a&e F, nous trouvons a la fois un pave 4-connexe de deux points, 
Pi,2 = {(-1,2),(-1,3)} et PI,-s = 8. 
5.4. RCgularitt? des points d’entrt!e 
Nous supposerons dans cette section que 6 = ad - bc est positif. 
T&or&me 7. Les feuilles d’une AQA contractante F sont sit&es sur la &union de 
n sous-groupes de Z2, avec n < 6. 
Preuve. Soit 1’AQA F: 
J/z 1 cx+dy 1 ___ . 
Le diagramme d’intersection dtcrivant les paves associes a cette AQA est engendre 
par les vecteurs A = ( “, ) et B = ( i; ) Le nombre de points a coordonntes entieres 
contenus dans le parall&ogramme fondamental (voir Fig. 19), defini par A et B, est 6, 
oh 6 est le determinant ad - bc, suppose positif (s’il ne l’est pas, il suffit d’tchanger 
A et B pour se ramener a ce cas). 
Cette propriete apparait sous la for-me d’un thtoreme de Minkowski dans [ 181. Par 
periodicitt, toute intersection d’un carre P de cdte UI avec le reseau, est identique a 
I’intersection d’un translate du carre amenant son coin inferieur gauche en (x0, yo), 
element du parallelogramme fondamental. 11 existe done 6 cas d’intersections distincts 
certains sont vides, d’autres non vides. Par periodicite, chacun de ces cas d’intersections 
donne un rbeau entier de situations identiques. Ce reseau est de la forme: IcA + IB, k E Z 
et 1 E Z. Comme les feuilles correspondent aux intersections vides, nous voyons que: 
l Si un point (u, u) est une feuille, alors il fait partie d’un rbeau de feuilles, plus 
prtcisement, pour tout (k, I) E Z2, (u, u) + kd + Za est aussi une feuille. 
Les deux vecteurs &’ et B sont domres par: 
ceci en vertu du Thtoreme (2), p. 8. 
l I1 y a 6 points dans le parallelogramme fondamental il n’y a done pas plus de 6 
sous-groupes de feuilles. 
Exemple de r&au de feuilles. Soit I’AQA 
22 P. Nehlig I Theoretical Computer Science 156 (19%) I-38 
Car16 P de c&C w 
’ \ Parall6~gramme fondam:tal 
Fig. 19. ParaIlt5lograrnme fondamental et intersections. 
Fig. 20. Car& noirs = le rkseau des feuilles ; un seul sow-group, avec 6 = 25. 
Cette AQA est une 
[3,2] pour une etude 
peut vouloir se servir 
quasi-rotation pythagoricienne (car a2 + b2 = w2, voir 
exhaustive des rotations disc&es). En synthbse d’images, on 
d’tme telle rotation pour effectuer une rotation d’images. Cer- 
tains algorithmes a balayage (algorithmes classiques) vont oublier les points qui n’ont 
pas d’image reciproque. En effet, lorsqu’on cherche les antecedents des points d’une 
application quasi-affine F, en se servant de I’AQA inverse, G (construite par troncature 
de l’application rationelle inverse de F), on n’atteint pas, en general, tous les points 
de l’image de depart. La comraissance precise des feuilles permet de pallier cet in- 
convenient, en fournissant explicitement les coordonnees des points non atteints par G. 
La Fig. 20 montre le reseau des feuilles associees a F. 
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6. Images rkciproques 
6.1. Dkjinitions 
Notations. Soit F I’AQA dkfinie par 
ax + by xl= ___ 
[ 1 0 ’ 
y’ = 
cx+dy 
[ 1 co 
Hypothhe. Now Ctudions les applications affines contractantes reduites, telles que: 
pgcd(a, b) = pgcd(b, d) = pgcd(d, c) = pgcd(c, a) = 1. 
Remarque. En examinant quelques exemples de pavages du plan discret par des pavls 
des AQA, on peut voir que ce pavage est trks rkgulier. En effet, l’application quasi- 
affine F ayant un dinominateur kgal a o, un motif de pkriodicitt est donnl par tout 
car6 de c6ttC o, comme l’illustre la Fig. 21 pour I’AQA: 
I 
X-Y x’= - 
F: 
[ 1 4 ’ 
y’ = k+Y 
[ 1 - . 4 
Mais on peut proposer un autre dtcoupage bast sur les propriCk% arithrktiques des 
AQA. La Fig. 22 suggkre en effet un pavage de Z* bask sur un regroupement d’images 
rkciproques distinctes. Un tel pavage peut Etre rkalisk par les superpavts d&finis ci-aprbs. 
Posons 6 = ad - bc. 
DCfinition 25. Appelons premier reste du pavk Pi,j le nombre: {(di - bj)/6}. 
Fig. 21. Pavage par cam% de cBtt w = 4. 
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Fig. 22. Pavage de Z2 par des paw%. 
Fig. 23. Restes de pavbs: (premier reste, second reste). 
Dbfinition 26. Appelons second reste du pavt Pi,i le nombre: { (-ci + uj)/d} . 
DCfinition 27. Appelons SUperpaUk;,j l’ensemble de points (x, y) du plan discret 
vCrifiant: 
WY% Y>) = (W. 
Oti S est I’AQA dkfinie B partir de F par: S(i,j) = ([(di - bj)/6], [--xi + aj/d]), 
Dkfinition 28. On dira que deux pavks sont arithmktiquement identiques (ou congrus) 
s’ils ont le m6me premier reste. 
Remarque. L’introduction de ces restes est naturelle car elle est dCfhie h partir de 
l’application quasi-afhe (formellement) inverse de F: S. La Fig. 23 illustre la constance 
de ce couple de restes tout au long du pavage. 
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6.2. Proprietes fondamentales des paves 
Thkur&me 8. Deux paves ont meme premier reste si et seulement s’ils ont meme 
second reste. 
Preuve. (1) Pour une AQA dtfinie par (a, b, c, d, co), soit deux paves P,,j et P;‘,jt de 
m2me premier reste ~1. Ceci se traduit par: il existe (k, k’) E Z*, tel que: di - bj = 
k6 + r1 et di’ - bj’ = k’6 + r-1, oh 6 = ad - bc. 
Soustrayons ces deux egalitts. Nous obtenons: 
d(i - i’) - b( j - j') = (k - k’)6. 
Comme 6 ne divise ni d, ni b (car a, b,c, et d sont premiers entre eux, deux I deux, 
par hypothese), il existe (I, Z’,K) E Z3 tel que: i - i’ = 16 + Kb et j - j' = I’d + KC?. 
Passons a present au second reste. Nous posons la division euclidienne: 
-ci + aj = m6 + r2, 
avec r2 E [0, ,6[ et m E Z, ainsi que: 
-ci’ + aj’ = m’6 + ri, 
avec ri E [0,6[ et m’ E Z. 
Par soustraction, il vient: -c(i - i’) + a( j - j') = 6(m - m’) + (~2 - t-i). 
Substituons 16 + Kb i i - i’, et 1’6 + Kd A j - j'. 
Nous obtenons: 
- ~(16 + Kb) + a(Z’6 + Kd) = 6(m - m’) + (r2 -t-i) 
H -clS--cKb+al’S+aKd-6(m-m’)=r--ri 
H ( al’ - cl)6 + (ad - bc)K - 6(m - m’) = r2 - ri(card = ad - bc) 
++ ( al’ - cl + K + m’ - m)6 = r2 - ri. 
Comme 6 divise le premier membre de la derniere equation ci-dessus, il divise aussi 
r2 - r-4. 
Or: r2 - r-4 E ] - d,d[. La seule valeur dans cet intervalle qui soit divisible par 6 
est zero, par consequent r2 = ri. 
(2) La reciproque se dimontre de man&e symttrique. 
Th&wi?me 9. Un superpave quelconque contient exactement une et une seule fois tous 
les paves arithmttiques. 
Preuve. Considtrons 1’AQA: 
S(i,j)= ([!!$_!?],[+;a~]), 
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. : Point de l’intersection. 
Fig. 24. Diajpmme d’intersection pour F-'(0, 0). 
oh 6 = ad - bc, et 9 le reseau de Z2 dicrivant ses paves. Ce reseau est engendre par 
les vecteurs A = ( -d, ) et B = ( -,” ) Comme le denominateur de I’AQA est 6, qui est 
aussi la longueur de la p&ode du reseau, il suffit de considerer une intersection pour 
avoir toutes les autres. Nous restreignons done l’etude au diagramme d’intersection 
donnant l’image reciproque de (0,O). 
La Fig. 24 illustre S- 1 (0, 0), qui est d&it par les points du reseau kA+lB, (k, I) E Z2, 
B l’interieur du cart-e [O,S[x[O,S[. 
Proposons une paramttrisation de ces points. Nous cherchons k et 1 correspondant 
au point (1,~) oh rj E [0,6[ : 
Comme d et b sont premiers entre eux, la relation de Bezout (voir Thtoreme 1, p.6) 
nous domre (k, I) vBrifiant kd - Zb = 1. D’ou q. 
Les points du reseau W contenus dans le carrt [0,&x [0,6[ sont ainsi d&its par la 
suite de points : 
tli (4 >> 1, s i=O,l,...,S- 1 
Effectuons le changement de rep&e qui permet de retrouver les coordonntes des 
points de S-‘(0,O) a partir des points du reseau. 
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Fig. 25. Un superpa&, ses pavts, et les restes de ses pavks. 
pour i = 0, 1, . . . . d - 1. Calculons a present le premier reste Rt,i du pave P,,, faisant 
partie du superpavCs,s: 
Rl,i = = i. 
Ceci pour i=O, 1, . . . . 6- 1. 
Concluons. Un superpave est form6 de 6 paves de restes distincts; comme il n’y a pas 
plus de 6 diagrammes d’intersection, le theoreme est acquis. 
Corollaire 10. Pour une A&A contractante, le nombre de paves arithmitiquement 
distincts est inddpendant de o et &gal ci 6, oti 6 = lad - bc(. 
C’est clair vu la definition du reste. 
Exemple. Soit F dtfinie par: 
X-Y x’= - ) 
[ 1 3 
y’ xr h+Y 
[ 1 - . 3 
Dans la Fig. 25, de gauche a droite, le superpaves,s est forme des points du plan 
pour lesquels: [(x - y)/3] = 0 et [(2.x + y)/3] = 0. Ces points s’organisent en trois 
paves dont les restes sont d&finis par: ({(x + y)/3} , ((2x + y)/3}). 
Remarque. Ceci n’est pas sans rappeler le motif de repetition caracterisant les droites 
de Bresenham [7], en un peu plus complexe. Mais cela n’est pas surprenant, car on 
ne se sert ici que de proprittes de droites et de leur intersection. 
Thkor&me 11. Dew pa&s arithmetiquement identiques ont g&om&riquement iden- 
tiques. 
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Preuve. Pour une AQA, definie par (a, b,c,d, o), soit deux paves de memes restes: 
Pij et P~,J. Posons: c1 = [(di - bj)/6] et’/3 = [(dk - 61)/J] d. Par definition de la divi- 
sion euclidienne, nous avons: 
Et, par soustraction de ces deux lignes (les restes &ant egaux par hypothese, ils 
disparaissent), nous obtenons: (d(i - k) - b(j - 1))/6 = CI - /?. En posant m = ct - B, 
il vient: d(i - k) - b(j - r) = m& Or, pgcd(d,d) = pgcd(d, b) = 1, car a, b,c et d 
sont premiers entre eux, deux a deux. On a ainsi, par la relation de Bezout: 
i=k+klb+umh, 
j=l+kld-urns. 
Or, par ailleurs, on sait que: Di fl Dj = Di n Dj+b, et Di n Dj = Di+d fl Dj (Cgalites 
geometriques). Montrons que: 
Di n Dj = Di+b n Dj+d. 
Soit u = cob, et v = o - oa = w( 1 - a). Nous avons: 
(X i- U, Y i- V) E Di+b n Dj+d-d. 
En effet, 
u(x+u)+b(y+v)=ux+by+uu+bv=iw+r+uob+bo(l -a) 
=(i+b)o+r 
et 
c(x+u)+d(y+v)=cx+dy+cu+du=jo+r’+cob+dw(l -a) 
=(j+cb-ud+d)o+r’. 
On a done: 
(x, Y 1 E Di n Dj, 
ce qui est bien equivalent a : 
(X + 24, _Y + 2’) E Di+b II Dj+d-a. 
D’od : 
Di fI Dj = Di+b fl Dj+d-6. 
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Fig. 26. Pa&s tgaux par translation mais non congrus 
Or, par ailleurs, 
Di+b n Dj+d--d = Di+b fl Dj+d. 
On en conclut que : 
Di n Dj = D;+b n Dj+a, 
c’est-h-dire que si deux paves sont arithmetiquement identiques, ils le sont aussi gbo- 
mttriquement. 
Remarque. I1 existe des paves gtometriquement identiques qui ne le sont pas arithmt- 
tiquement. 
Exemple. Soit I’AQA 
2x +3y x’= - ) 
[ 1 5 
-x+2y 
y’= --j-- . 
[ I 
La Fig. 26 montre deux paves f’s,, et Pt,s qui sont geometriquement identiques (a 
translation pres)), malgre des couples de restes differents: (3,5) # (2,l). 
Corollaire 12. L’ensemble des superpath d’une AQA F don&e forme un pavage de 
Z2. Le rbeau ainsi form& est de la forme m( fl, ) + n( ; ), oti (m,n) E Z2. 
Justification 
. 
. 
L’ensemble des paves d’une AQA pave le plan, or un superpave quelconque contient 
tous les paves arithmetiques, done le superpave pave aussi le plan. 
La periodicite du rbeau de superpaves est bake par construction sur celle des paves. 
Elle provient de la definition meme de 1’AQA: le denominateur &ant o, la p&ode 
est done de longueur o. 
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6 sfithm&ique de reste : 5.6 
Le superpav~ d’irdice 0.0. 
Fig. 27. Le superpav&o avec ses pa&. 
Corollaire 13. Le nombre de points composant un superpavk est w2. 
Ceci car la pkriode bidirectionnelle est o. 
Exemple. Soit I’AQA 
.J= h+3Y 
[ 1 5 ’ 
y’ = 
-x+2y 
[ I _. 5 
Considkons la Fig. 27 qui montre le superpav&o composC des sept pavks aritbmCtiques 
dont on a indiqui les restes. Nous vhifions que le nombre de points composant ce 
superpavk est bien o2 = 25. 
TModme 14. Si I’AQA F: 
cx+dy 
y’= - ) 
[ 1 0 
v&ifie o = lad - bcl, alors l’image rkciproque de lbrigine pave Z2. 
DMmition 29. Une telle AQA F est dite d&erminantale. 
Preuve. Cela est d6 B la pkriodicitk du rkseau associk h I’AQA en o. 
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TbCor&me 15. Si 1’AQA F est dkterminantale, alors 
F-‘(p, q) = tp,q(F-‘(O, N, 
. 
ou t,, est la translation de vecteur: 
vpyq= yc ld) (;) 
Preuve. Posons 6 = lad - bcl. Si (x, y) E ([pS, p6 + 6[ x [q&q6 + 6[) f~ 9, oti 9 est le 
rkseau associt g I’AQA F, et: P = i( 4, -,” )( ; ) alors nous savons que P E F-’ (p, q). 
Exprimons P en fonction de F-‘(0,O): 
p=f(_4, id)(;) 
1 b(pb+{i}) -d(qd+{$}) 
=- 
( 6 -c(P6+{;})+a(q6+{$}) i 
=:(_bc :d)(;;)+;(-“c :d) ({ei,. 
D’oti l’expression: F-‘( p, q) = t,,(F-‘(O,O)), a r&s p simplification par 6 du dernier 
terme ci-dessus. 
6.3. Pavage plus fm: bande ghkratrice 
Nous supposons toujours que pgcd(a, b) = pgcd(b,c) = pgcd(c,d) = pgcd(d, e). 
Lorsque pgcd(d,co) # 1, le superpavk contient des pavCs arithm~tiquement distincts, 
mais pourtant gkomkriquement identiques. Proposons un regroupement de pa% qui 
rkduit le nombre de pavks identiques (c’est-&dire superposables). 
D&hition 30. Pour une AQA, de dkterminant 6, et de dhominateur u, on appelle 
bande ghztratrice, l’ensemble des pa&: 
Tbkdme 16. L’ensemble des pa&s d’une bande g&u5-atrice contient tous les pa&s 
d’une AQA. 
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Fig. 28. Exemple de bande ghkatrice. 
Preuve. 
l Montrons que les valeurs des premiers restes des paves Ps,i sont toutes distinctes 
pour 0 <i < 6. Soit Ri le premier reste du pave Po,~. On rappelle qu’il suffit de 
raisonner avec le premier reste (voir theoreme (8)). 
Ri est defini par: Ri = { T} . 
Comme par ailleurs, pgcd(d,b) = 1, ce qui decoule de : pgcd(a,b) = pgcd(b,c) = 
pgcd(c, d) = pgcd(d, e) = 1, les valeurs de Ri sont toutes distinctes pour 0 <i < 6, 
et definissent une permutation sur l’ensemble (0, 1,2,. . . ,6 - I}. 
l Montrons que PQ est identique h PO,p+k, oh k = G/pgcd(o,h). Placons-nous dans 
le riseau d’intersection engendre par A = ( ; ) et B = ( f; ) et cherchons la premiere 
intersection identique au pave Po,o, le long de l’axe Ox. Les points sin& sur cet 
axe qui correspondent h des points du reseau sont les points (m6,O) oti m E Z. Le 
premier point qui verifie ces conditions et qui, de plus, coincide avec un sommet 
inferieur gauche d’un carre d’intersection (de tote o) est: &o/pgcd(o,h). 
Exemple. La Fig. 28 montre un exemple pour lequel A = ( _f ), ( l) o = 6 et d = 10. 
Les points situ& sur l’axe Ox, et qui sont des sommets inferieurs gauches de car& 
d’intersection, sont cerclts. Comme pgcd(o,6) = 2, on retrouve bien k = 5, et done 
que PO,O est identique a Po,~. 
Poursuivons la justification. Nous avons ainsi degage un sous-motif de periodiciti de 
longueur G/pgcd(o,6), d’oh : PQ, est identique a PO,p+k. 
Conclusion. Une bande gentratrice constitue un motif de base pour le pavage du plan 
discret par les paves d’une AQA. 
Thbodme 17. Le nombre de pavb composant une bande gbtratrice est 6/pgcd(6, co). 
Justification. Elle decoule de la demonstration prectdente. 
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Fig. 29. Une bande gtntratrice. 
Fig. 30. Pavage de Z2 par cette bande ginkahice. 
Corollaire 18. Le nombre de points composant une bande ghhatrice est 
02/pgcd@, w). 
Justification. Now avons vu prCcCdemment que le cardinal de l’ensemble E des pavts 
arithmttiquement distincts est w 2. Soit p le nombre de bandes gtnkatrices identiques 
pour 6 pavb aritlmktiquement distincts. 11 est clair que p = pgcd(6,w). Comme la 
bande ghtratrice constitue un sous-ensemble de E qui satisfait toutefois la prop&t 
de pavage de Z2, le cardinal d’une bande g6nCratice est : 02/p = 02/pgcd(6,w). 
6.4. Comparaison bande g.Mratrice -- superpa& 
Poursuivons avec l’exemple F : 
x’ = 3x + y 1 1 6 ’ 
-x+3y 
y’= -g-- . [ 1 
Montrons (Fig. 29) la bande gCnCratrice de 5 pavts (= b/2), soit 18 points (= 02/2), 
associke g F, ainsi que le pavage associt du plan discret (Fig. 30). 
Pour 1’ AQA F donnte si-dessus, considkrons un superpavk (voir Fig. 3 1) et com- 
parons le pavage par bandes ghkatrices avec celui par superpavts (voir Fig. 32). On 
note que le pavage par les superpavks est moins fin que celui par bandes ghkratrices 
(en ce sens qu’un superpavt comporte, en gbnkal, plus de points qu’une bande 
gtnkratrice). 
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Fig. 31. Le superpavto,o de F. 
Fig. 32. Pavage du plan discret par superpavb. 
6.5. Evolution des pa&s et superpavks en fonction de o 
Exemple de variation du dhominateur CO. Soit F: 
2x + 3y x’= ___ ) 
[ 1 Co 
y' = 
-x+2y [ 1 -2 w 
de determinant 6 = 7. La Fig. 33 presente les diagrammes d’intersection dormant le 
superpavta,a de F pour CO E { 1,2,3,4,5,6}. 
Remarques. Pour chacun des diagrammes d’intersection ci-dessus, nous voyons que : 
l Le nombre de paves non vides composant le superpave est constant, et tgal au 
determinant (soit 7), ceci pour w = 6,5,4 et 3. Lorsque o atteint des valeurs faibles, 
on note une dkgknbescence de certains paves qui deviennent vides. Ainsi pour w = 
2, il ne reste que 4 paves non vides sur 7, et pour o = 1, il n’en reste plus qu’un. 
l Le nombre de points par superpave decroit quadratiquement. 
La Fig. 34 prbente les superpaves de F pour o E {6,5,4,3,2,1}. Les paves de 
texture identique, sont les paves de mbme reste. Rappelons que ces superpavb pavent 
le plan discret. A cet effet, il suffit de translater chacun d’eux, autant de fois que l’on 
veut, d’une distance o selon x et y. 
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Fig. 33. Diagrammes d’intersection pour w = 6,5,4,3,2,1. 
Ceci es1 un Dave 8coMexe 
Fig. 34. Superpavkso,o de F. 
6.6. Consdquences pour la dynamique d’une AQA F 
Les affkma tions suivan tes son t exptrimen tales. 
l Cas fortement contractant: Si le taux de contraction d’une AQA (i.e. celui de 
l’application rationelle associke) est grand (disons suptrieur h cinq), on peut noter 
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deux caracteristiques essentielles de la structure combinatoire induite par la dy- 
namique de F: 
- Le nombre de points par paves est important. 
_ Les feuilles sont a l’infini, c’est-a-dire tous les paves sont non-vides. 
l Cas faiblement contractant: Lorsque le taux de contraction decroit et s’approche de 
un, cette structure tvolue: 
- Le nombre moyen de points par pave diminue: la structure arborescente devient 
plus filamentaire. 
- I1 y a apparition de feuilles a distance finie (en nombre d’iterations et en distance 
dans Z2) du cycle limite. 
l Cas non contractant: Lorsque le taux de contraction est inferieur h un, I’AQA n’est 
plus contractante: il y a, en general, ni cycles, ni arborescences; les trajectoires sont 
divergentes. 
7. Conclusion 
Une geometric discrete bake sur l’arithmetique du nombre entier a permis une etude 
du systeme dynamique associe aux applications quasi-affines qui sont des transforma- 
tions rationelles tronqutes. Les pavages du plan discret par les images reciproques ainsi 
que par des regroupements de ceux-ci se caracterisent par des proprietes de regularitt 
fortes. Les developpements ulterieurs de ces travaux s’orienteront, entre autres, autour 
des axes suivants apparus au cows de ce travail: 
l Etude plus fine de la taille des priimages. Pour une AQA do&e on observe que le 
nombre de points par pave oscille autour d’une valeur mtdiane. Quelles lois regissent 
ces cardinalites? 
l Etude de la topologie des pavages discrets. Dans la plupart des pavages par prtimages 
d’AQA nous observons que les paves ont 6 voisins. Quelles sont les raisons pro- 
fondes de cette r+&uitt? Qu’en est-il des preimages tridimensiomrelles? Ces ques- 
tions sont a ttudier en relation avec les travaux r&cents sur les pavages [ 171, et sur 
les pavages discrets [5]. 
l Etude des variations “infinitCsimales” des coefficients d’une AQA. Comment la dy- 
namique et les pavages Cvoluent-ils lorsque l’on augmente un parametre regulie- 
rement? 
l Etude systematique des applications quasi-affines 3D. 
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